Понятие меры
   Определение.  [image: image2.png]


 — полукольцо. Функция [image: image4.png]


 называется  мерой на полукольце [image: image6.png]


, если она неотрицательна и аддитивна, т.е.
1) [image: image8.png]u(A) =0




2) Для [image: image10.png]



  Определение.  [image: image12.png]u(A)



 называется  мерой множества [image: image14.png]


.
  Определение.  Меру [image: image16.png]


, на полукольце [image: image18.png]


 называют [image: image20.png]


-аддитивной (или счётно-аддитивной), если [image: image22.png]u(lli=, 4,)





  Определение.  Пусть [image: image24.png]


 — мера на полукольце [image: image26.png]


, [image: image28.png]


 — мера на полукольце [image: image30.png]


. [image: image32.png]


 называют продолжением меры [image: image34.png]


 на [image: image36.png]


, если:
1) [image: image38.png]Scs,




2) [image: image40.png]u,(A) =u(A) VAES




 Т.1.2 Пусть [image: image42.png]


 — мера на полукольце [image: image44.png]


, тогда [image: image46.png]


 продолжение меры на полукольцо [image: image48.png]K(S)



.
[image: image50.png]


 Пусть [image: image52.png]ACK(S)=



(Т.1.1) [image: image54.png]r_, A, VA. €S u(A):=2"_, (4.)



. пусть [image: image56.png]


, рассмотрим множество [image: image58.png]Coe = A NBy Ay
> _ u(C.)

2y o =112y (4N B) €S = B, = iz Coo 1(B)




[image: image60.png]wB)=Xm, I u(C) =2, I™. u(C)=

L u(A) = u,(A4)



. Единственность доказана. [image: image62.png]


 является мерой (очевидно) и [image: image64.png]uy (A) = u(4)



, если [image: image66.png]AES



, т.е. [image: image68.png]


 — продолжение [image: image70.png]


 на [image: image72.png]K(S)



. Достаточно доказать, что [image: image74.png]


 аддитивна. [image: image76.png]AEK(S), A== 4 A =11 By, VB €S, m(A) =i 1Y u(Byy) =
S u (A



. Аддитивность доказана.[image: image78.png]



  Замечание.  Можно доказать, что при условии теоремы если [image: image80.png]


 — [image: image82.png]


-аддитивна, то [image: image84.png]


 — [image: image86.png]


-аддитивна.
Свойства меры
 2.1 Если [image: image88.png]


 — мера на полукольце [image: image90.png]


 и [image: image92.png]A BES:ACB



, то [image: image94.png]u(A) < u(B)




[image: image96.png]nB\A=1I_, A,, A.€S, B

UB\A

v (L7, 4)



, по аддитивности [image: image98.png]u(B) = u(A) + u(1I7-, A.) = u(B) = u(A)o




 2.2 Если [image: image100.png]


 — мера на полукольце [image: image102.png]


 и [image: image104.png]


, причём [image: image106.png]


, тогда [image: image108.png]u(C) ==, u(c)




[image: image110.png]


 (По индукции) Пусть [image: image112.png][I~,C. cC, pu



 — продолжение [image: image114.png]


 на [image: image116.png]K(S)



, то [image: image118.png]



[image: image120.png]" 1 (C) < g (€), 'y uq(C) < u(C), VREN



, отсюда [image: image122.png]



 2.3 Если [image: image124.png]


 — мера на полукольце [image: image126.png]


 и [image: image128.png]


, причём [image: image130.png]


, тогда [image: image132.png]u(C) <=, u(c)




[image: image133.png]1
sc=encyu@e)neyu.u @ Jerne). uwe)=m©
=
=(@n e (@) ne) + -+ ] eane)
S

() i@+ i (E) = Y n(C





 2.4 [image: image135.png]


 — [image: image137.png]


-аддитивная мера на полукольце [image: image139.png]Seve,C,...





[image: image141.png]


 необходимость: Пусть [image: image143.png]


 — [image: image145.png]


-аддитивна на [image: image147.png]S, c=(Cnc)u((C\c,)NCHU..Uu((C\U-, €CINC,)VU.. pu(l



 — [image: image149.png]


-аддитивна [image: image151.png]= 1(0) = 13(C) = 1 (€N C1) + 1 ((A\C) N C) -+ u(C\ UES €INC) e < ma(C)+
wy (C) + -+ py(C)




 (сумма ряда [image: image153.png]


 может быть равна [image: image155.png]400



)
 достаточность: докажем, что [image: image157.png]


 — [image: image159.png]


-аддитивна. Пусть [image: image161.png]


, очевидно, что [image: image163.png]A cA pul(Ad)=2X=, u(4)



, но [image: image165.png]u(d) < (A)



, т.к. [image: image167.png]


. Получаем [image: image169.png]u(A4)




 2.5 Непрерывность меры Пусть [image: image171.png]


 — [image: image173.png]


-аддитивная мера на полукольце [image: image175.png]


, последовательность [image: image177.png]{(E,}



 — неубывающая (т.е. [image: image179.png]E,CE,C



) и [image: image181.png]


, тогда [image: image183.png]u(E) = p(limp(E,)) = lim u(E,)




[image: image185.png]OF = Ey U (B\E) U (B5\Ep) U - p(E) = u(Ey) = Ltz 1 (B \Eno) + 1(E) =
S (g (E) — s (Byn)) 4 13 (By) =



[т.к. если [image: image187.png]ACB



 и [image: image189.png]


 — мера кольца [image: image191.png]K, ABEK



, то [image: image193.png]#(B) = u((B\A) U A) = u(B\A) + u(4) = u(B\A) = u(B) — p(A)] = lim p, (E,) =
u(E)o




 2.6 Пусть [image: image195.png]


 — [image: image197.png]


-аддитивная мера на полукольце [image: image199.png]


 и пусть [image: image201.png]{E,} E,DE,D>

DE, o, E=NS,E, E,E,..€ES



, тогда [image: image203.png]u(E) = lim (E,)




[image: image205.png]


 Рассмотрим последовательность [image: image207.png]E,\E, CE,\E; C

Cc E,\E,c -, E, =Ur., (E,\E,)



. Рассмотрим [image: image209.png]K(S)



 — кольцо, порождённое [image: image211.png]


. Применим свойство 5 к мере [image: image213.png]


 на полукольце [image: image215.png]K(S)



 ([image: image217.png]


 — продолжение [image: image219.png]


 на [image: image221.png]K(S)



). [image: image223.png]uy (E\E) = lim gy (B\E,), p1(Ey) —pa(E) = lm (uy(By) = pa(En)) = 1 (B) =
lim p,(E,).0




  Пример 1 .  Рассмотрим полукольцо [image: image225.png]b)| abeER a<b}, u([a;b))=b—




. [image: image227.png]


 является мерой на полукольце [image: image229.png]


. Эту меру называют  мерой Лебега на прямой.
 Т.2.1. Мера Лебега на прямой является [image: image231.png]


-аддитивной.
[image: image233.png], [aw.by) € [a; b)



. По свойству 2 [image: image235.png]#([a, b)) < p([asb)). B

[a;b—3), By = [a, —zzibi)




[image: image237.png])€ B < [a;b) © LIz, [ay, by) € L, B,




. По лемме Бореля если [image: image239.png]


 компактно на [image: image241.png]


 и [image: image243.png]B c U, [a,;b,)



, то [image: image245.png]3(ag, ;bg )s s (@g ;be ):B € Uy (ag;bg)





[image: image247.png]


 и [image: image249.png]u(faib —2)) < Li=y w(lay — z250:))



, значит [image: image251.png][ =) & ey By © Liey [ — s b) @ b =3 —a 5%y (e — @t ). b=
@ SEUTE, (b — o) 5 = ([ 5)) < Ty allab) £



. Переходя к пределу при [image: image253.png]c—=0+0



, получим [image: image255.png]u([a; b)) < o=, u([a. b))O




